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Foreldasning 4-5 (kap 3.1-3.6 i Optics)

Sfarisk krokning och att mita den; sag-formeln

Den sfariska ytan ar den viktigaste typen av yta inom optiken. Det &r den naturliga form tva ytor
far om de gnids mot varandra och ytorna pa de allra flesta linser kan behandlas som sfariska nar
vi réknar och ritar i denna kurs. En sfarisk yta ar en del av en sféar eller ett klot, som t.ex. en
sapbubbla. Om man tanker sig att vi skdr av ena sidan av en sapbubbla sa skulle vi fa en sfariskt
krokt yta, s som visas i figuren nedan.

Har betecknar vi sfarens (sapbubblans) mittpunkt med C och dess radie med r. For den sfériska
ytan innebér detta att C ar ytans_krékningscentrum och r ar ytans_krékningsradie (som anges i
meter [m]). Det &r ocksa vanligt att tala om ytans krokning, R = 1/r (anges i 1/meter [m™]).
Figuren nedan visar exempel pa olika ytor med olika krokningsradie och krokning. En plan yta
har en odndligt l1ang krokningsradie (r = .o m) och noll krokning (R = 0 m™). En kraftigt krokt
sfarisk yta (som fas fran en liten sfar) har en kort krékningsradie och en stor krokning.

\ 4

r=com r=0,04m
R=0m" R=25m"

Det karaktéristiska for en sfarisk yta ar att
normalen (riktningen vinkelrat mot ytan) alltid gar
genom ytans krokningscentrum, C, oberoende av
var pa ytan vi tittar. For en plan yta, dar
normalerna i olika punkter pa ytan &r parallella
med varandra, galler egentligen samma sak, men
krokningscentrum ligger i oandligheten.

(se figuren bredvid, normalerna till ytorna &r ritade
som streckade linjer).
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Sag-formeln

Oftast vet man inte var ytan har sitt krokningscentrum och kan darfor inte mata dess
krokningsradie direkt. Det vanligaste sattet att mata ytans krokningsradie ar istallet att mata
ytans sa kallade sag (engelskt ord for hang?).

Figuren har nedan visar en sfarisk yta som en del av en sfar med krékningscentrum C. Med
beteckningar fran figuren &r r ytans krokningsradie (R = 1/r ar ytans krékning), y dr ytans “héjd”
(halva diametern) och s &r ytans sag. Om man mater s och y (fig 3.3-3.5 i Optics visar hur
matningen kan utféras) kan man anvéanda den gramarkerade triangeln for att berdkna r genom
olika varianter av sag-formeln:

2 2 2
2s R
r= y_ R = — S = y_ S = y
23 y 2r 2
B
E/ ~
s\ \
“\ \ Hérledning av sag-formeln m.h.a.
y \‘f \ Pythagoras sats i triangeln ENC.:
S 2 _ 2 2
s N \ r2=y?+(r-s)
A S :1_ r’=y*+r?-2rs+s?
N C | e
2rs=y°+s
I yz s yz
r=2—+>={omsérliten } ~ 2—
/ 25 2 s
7/
~ e
D S~ —— /

Sag-formeln ar en approximation och forutsétter att s ar litet i forhallande till krokningsradien.
Det galler i de allra flesta fall eftersom ytans krokningsradie, r, normalt & mycket langre an
ytans halva diameter, y.

Exempel: r =1 mochy=5cm=0,05mgers=1,25mm.

Vagfrontskrokning
Ljusets utbredning kan beskrivas med hjalp av bade stralar och vagfronter (dar vagfronten ar
vinkelrat mot stralarna). Ljuset som kommer fran en punktkalla har sfariska vagfronter (se
figuren har bredvid). Precis som for sfariska ytor kan man beskriva formen pa en sfarisk
vagfront med dess krokning,
1

R=7 Punktformig

ljuskalla
Har &r | avstandet i meter fran punkten

som ljuset kommer ifran till det plan qq

dar man mater vagfrontskrokningen.
Krokningens vérde beror alltsa pa hur
langt bort ljuskallan &r; nara

i

punktkallan ar vagfrontskrokningen ~ .
stor och sa minskar den successivt ju langre bort fran kéallan man &r. Vagfrontskrokningen blir
noll nar kallan ligger oandligt langt bort (plan vagfront).

[P




Vagfrontskrékning vid brytning i plan gréinsyta
Nar en vagfront traffar en optisk gransyta, kommer dess krékning att andras. Figuren nedan
visar ett sddant exempel for en plan yta. n ar brytningsindex fore ytan och n” ar brytningsindex
efter ytan. | detta fall ar n storre &n n” (n >n") vilket innebér att ljuset gar snabbare i n” an i n.
Om gransytan inte hade funnits hade stralknippet fran punkten B (objektet) haft den vagfront
som i figuren gar genom M. Men eftersom ljuset fardas snabbare i n” kommer mitten av
vagfronten (som traffar gransytan forst) att ha hunnit en langre stracka (fram till M") nar
kanterna av vagfronten nar ytan. Den nya vagfronten efter ytan kommer alltsa att vara mer krokt
och se ut att komma ifran punkten B” (bilden) istéllet. | figuren ar de forlangda stralarna fére och
efter streckade for att markera att de bara visar stralarnas riktning, men att stralarna inte gar dar

pa riktigt.

Vergens
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Resonemanget ovan kan ocksa
beskrivas i formler. Eftersom det tar
lika lang tid for ljuset att ga strackan
AM i brytningsindex n som att ga
AM”in"saar:

AM  AM’
v v

= nAM =n"AM~

sag formeln for vagfronterna blir:

Ry? Ry?

2

AM =s = och AM'=5"=

dar R ar vagfrontens krokning fore
brytning i ytan (R=1/I) och R" &r
vagfrontens krokning efter brytning

~ (R™=1/1"). Detta ger:

NAM =nAM" = ns=n's =

2 s, 2
nRL:n’R—y = nR=nR >
2 2

—_—=— (Samma som tidigare!)

Vagfrontskrokningen multiplicerat med brytningsindex, nR=n/I, kallas for stralknippets vergens
och brukar betecknas med L. Uttryckt i vergenser blir formeln for brytning i plan gransyta:

L'=L

dar

L=

n
|

och

L=~

7
I

L ar alltsa vergensen hos infallande ljus (fore brytning i ytan) och L” &r vergensen pa ljuset efter
brytning i ytan. Enheten for vergens ar dioptri [D] och motsvarar att man anger | och I i meter.
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Nagra exempel:
n=4/3 ! n=
i P I=01m
: I=-2m § " »
4
Vergens L = ? = é =-0,667 D Vergens L = % = Oil =10 D

(Under teckenkonventioner nedan ska vi titta pa anledningen till minustecknet i férsta exemplet)

Eftersom brytningsindex for luft ar 1,0 kommer vergensen pa ljuset i luft att vara samma sak
som vagfrontskrokningen. Som formeln L = L~ visar sa andrar en plan gransyta inte ljusets
vergens, trots att den andrar vagfrontskrokningen. Daremot andrar krokta ytor ljusets vergens.

Paraxial approximation

| princip kan man ta reda pa hur ljuset propagerar efter olika gransytor genom att félja en massa
stralar med hjalp av brytningslagen (nsini =n’sini", se figuren pa nasta sida), s.k. ray tracing.
Detta tar dock lang tid och gors normalt med dator. Ofta ar dock vinklarna sma sa att man kan
rakna i s.k. paraxial approximation. Det innebér att vi anvander en férenklad form av
brytningslagen, ni =n’i", som galler for sma vinklar i och i". Vi anvander aven att hojderna &r
sma sa att de approximativa sag-formlerna ovan galler for ytans krékning.

| paraxial approximation antar vi alltsa att for alla infalls- , brytnings- och stralvinklar mot axeln
galler:

|sini =tani = i|

Observera att i paraxial approximation méste vinklarna anges i radianer!*

Paraxiala approximationen géller for avbildning med stralar som kommer in med liten vinkel
mot ytans normal, d.v.s. alla stralar ska ga néra systemets optiska axel; ytans apertur (6ppning)
far inte vara for stor och objektspunkter far inte ligga for langt bort fran optiska axeln (se figur
pa nasta sida). Den optiska axeln gar genom ytans krékningscentrum (mitt igenom ytan). En
strale som gar langs med den optiska axeln kommer darfor inte att &ndra riktning nar den
passerar ytan (eftersom den kommer in langs med ytans normal, d.v.s. har infallsvinkel i = 0).
Om det finns flera ytor &r den optiska axeln linjen genom alla ytors krokningscentrum. System
som pa detta satt har alla krokningscentra pa gemensam axel kallas for centrerade och
symmetriska.

* Vi anvéander hér den s.k. sma-vinkel-approximationen, som innebér att sinus och tangens for en vinkel kommer

att vara valdigt ndra vinkels egen storlek angiven i radianer. Att sini~ tani~i, kan man forstd genom att titta pa
serieutvecklingen for sinus och tangens: g i — i _E+i_"_och tani=i +f+27i5+__nar i ar litet, &r i® och i°sd smé
6 120 3 15
2 4

att vi kan férsumma dem. Observera att serieutvecklingen av cosinus ser annorlunda ut: ogj—1_" ;' _ om

vinkeln i ar valdigt liten s blir alltsd cosi ~1.
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n, n” = brytnings-
index fore / efter ytan

B, ¢ C= krokningscentrum

B1= objektspunkt dver
. optiska axeln

A C B’, Bo=objektspunkt pa
optiska axeln
B"»= bilden av B

i, i” = stralens vinkel
fore / efter brytning

optiska axeln

Tabell 3.1 pa sidan 64 i Optics anger hur stort fel den paraxiala approximationen ger vid olika
infallsvinklar, ju storre vinkel desto storre fel, t.ex. ger en vinkel i=10° (=0,174 radianer) ett fel
pa 1%, vilket ofta anses vara approximationens grans. Nar vinklarna blir stora kommer stralarna
inte langre att samlas till en bildpunkt och bilden blir suddig p.g.a. aberrationer (se figur 2.10,
3.10 och 3.11 i Optics). Detta hindrar dock inte att man anvander paraxial approximationen éven
nar vinklarna ar storre for att fa ungefarligt lage och storlek pa bilden och sedan utfér man
ytterligare berakningar for att beddma bildens kvalitet.

Teckenkonventionen

For att kunna réakna pa ljusets brytning maste vi kunna skilja pa avstand som ar fore och efter
ytan och 6ver och under optiska axeln. Detta gors med hjalp av positiva och negativa strackor,
dar tecknet anger riktningen.*

Positiva strackor ar fran vanster till hdger och nerifran och upp. Vi ritar alltid ljuset inkommande
ifrn vanster, sa att det infallande ljusets riktning &r positiv. Figuren nedan visar ett exempel for
brytning i sfarisk gransyta, har anvander vi ytans vertex, A, (vertex definieras som punkten dér
optiska axeln skar ytan) som mittpunkt (origo) och alla strackor mats ifran A. Vi anger t.ex.
objektsavstandet, I, som avstandet fran vertex, A, till objektet, B, som i figuren &r en negativ
stracka eftersom den méts fran hoger till vanster. Bildavstandet, I”, &r avstandet fran vertex till
bilden, B", och ar hér nedan en positiv stracka. Avstand vinkelrat mot axeln mats fran optiska
axeln, positivt om uppat och negativt om nedat.

ljusets
infallsriktning

ey
oy
.
~.

~
~
.
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~.
~.,
~
.
..
~.
~
~

\re)
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* Det finns dven teckenkonventioner for vinklar, men eftersom vi anvander dem sa sallan namns
det endast som en fotnot har. Vinklar &r positiva moturs och negativ nar den gar medurs, i Optics
anges vinkel fran strale till optisk axel och fran normal till strale (se figur 3.12).
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Teckenkonventionen galler dven krokningsradier pa ytor och vagfronter; krokningsradien mats
fran ytan / vagfronten till krokningscentrum. Detta innebar att den konvexa ytan i figuren pa
forra sidan har en positiv krokning, R. Fér vagfronter galler motsvarande att:

Negativ vergens = divergent stralknippe (ljuset sprids ut ifran en punkt, exempel 1 pa sid 4)
Positiv vergens = konvergent stralknippe (ljuset samlas ihop mot en punkt, exempel 2 pa sid 4)

Exempel pa paraxial avbildning i plan grdinsyta:
(t.ex. titta pa ndgot som ligger under vattenytan)

n=4/3
n=1
| =-67cm=-0,67m

for att hitta bildlaget, B”, kan vi anvénda
_1- -n —n
L=L" med L= % och L'= %

L= 43 _ 5o0p
I -0,67m
L'=L=-2,0D
reh oY os0m
L~ —2,0D
Detta ar en s.k. virtuell bild eftersom stralarna

inte mots i B” pa riktigt utan bara ser ut att ha
motts dar (streckade linjer).

Paraxial brytning och avbildning i sfarisk grinsyta

Vi ska nu anvénda paraxial approximation for att ta fram en formel for hur ljus bryts i sfériska
ytor. | figuren nedan &r objektet B med infallsvinkeln i och bilden B” med brytningsvinkeln i’
utsatta tillsammans med hjélpvinklarna u, u” och a.*

* For att underlatta harledningen &r figuren ritad sa att alla vinklar och strackor &r positiva (om
objektet hade varit reellt och legat framfor ytan hade | och vinkeln u varit negativa).
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Vi borjar med att ta fram ett forhallande mellan vinklarna. Eftersom vinkeln a i figuren ar en
yttervinkel till bade triangel DCB och triangel DCB” sa far vi:

Nu kan vi anvanda den paraxiala brytningslagen och fa:

ni=ni" = n(a-u)=n(a-u) =

nu=nu+(n—n)a

For att skriva detta uttryck i avstand istéllet for i vinklar behéver vi uttryck for hjalpvinklarna u,
u” och a. Vi antar forstas att alla vinklar & sma. Vi antar ocksa att vi kan forsumma ytans sag

(d.v.s. avstandet mellan vertex, A, och punkten N antas vara mycket litet) sa att avstanden NB ~
[, B~ 1" och =~ r.Dafarvi:

u~tanu~y/l
u~tanu'~y/I
a~tana=y/r

Dessa tre vinklar insatta i den paraxiala brytningslagen ger:
n'll, =n IX +(n-n)Y

Har kan vi forkorta med y pa bada sidor sa att uttrycket blir oberoende av vilken hojd stralen
traffar ytan pa (oberoende av y). Det innebér att alla stralar som forst var pa vag mot det virtuella
objektet B kommer att andra riktning i ytan sa att de istallet samlas i punkten B".

B’ blir alltsa en bild av B och vi har fatt avbildningsformeln for sfarisk gransyta:

n_n, (-n)
I | r

Uttryckt i vergenser kan denna avbildningsformel skrivas som L'=L + (n’—n)R . Uttrycket
(n’—n) R anger hur mycket ljusets vergens &ndras vid brytning i ytan. Vi infor beteckningen F
for det:

och kallar F for ytans brytkraft (ytans styrka) som anges i dioptrier [D]. Brytkraften ar positiv
for ytor som tenderar att ge konvergent ljus (som samlar ljuset) och negativ for ytor som ger
divergent ljus (som sprider ljuset). Plana ytor dndrar inte ljusets vergens och har darfor
brytkraften O D.
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Sammanfattningsvis kan avbildningsformeln for sfarisk gransyta skrivas som:

IL,: |_ + F I <:I Kursens viktigaste formel!

med bildvergens, objektsvergens och brytkraft i dioptrier. Formeln ser likadan ut &ven for
speglar, linser och komplexa optiska system, men man anvander olika uttryck for att rakna ut
brytkraften. Annu sa lange har vi tagit fram brytkraften fér en yta:

n'—n
F firisk yta — % F

=0D (en plan yta har oandlig kroékningsradie, r =oom, R =0 D)

S planyta

Fokalpunkter och fokallangd

Avbildningsformeln innebdr att for varje objektspunkt B finns en unik bildpunkt B". Eftersom
ljuset foljer ssmma vag oberoende av vilket hall det gar at galler d&ven det omvénda, d.v.s. ett
objekt vid B ger en bild vid B. B och B” kallas darfor for konjugat eller konjugatpunkter. Det
finns tva konjugatpunkter som &r speciellt viktiga:

e Nar objektet pa axeln ligger oandligt langt bort, hamnar bilden i bakre fokalpunkten (fokus,
brannpunkt), F’:

n n>n Avstandet fran ytans vertex till F* kallas
for bakre fokallangden(bréannvidden), f’.
Objekt i odndligheten, | = co m, innebar
parallellt ljus in, L =0 D, och bild i F".

> Avbildningsformeln ger da:
. L'=F ochmed L'=" och I'= " fis
LU S L
|=c0 f F
n N">N  Gyersta bilden visar en yta med positiv
|=c0 brytkraft (F>0), vilket innebér att den

bakre fokalpunkten ligger bakom ytan
T \ (F >0). For ett objekt i oandligheten
o } bildas darfor en reell bild i F". Den

nedre bilden visar en yta med negativ
brytkraft (F<0), vilket innebér att den
bakre fokalpunkten ligger framfor ytan
- (f'<0). For ett objekt i odndligheten
bildas darfor en virtuell bild i F".

A
L
—_—
]
]
—
]
—_
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e Nar bilden pa axeln hamnar oandligt langt bort, ligger objektet i framre fokalpunkten (fokus,
brannpunkt), F:

n n>n Avstandet fran ytans vertex till F kallas for
frémre fokalldngden (brénnvidden), f.
o Bildioéandligheten, I" = co m, innebar
“  parallellt ljus ut, L" = 0 D, och objekt i F.
. Avbildningsformeln ger da:
L =-F och med L:IE och I =f fas

" ‘ %:—F = f:—%
:“ I= ': I'=w

n n’>n . _ _ N
Oversta bilden visar en yta med positiv
I'=c0  brytkraft (F>0), vilket innebar att den framre
= < fokalpunkten ligger framfor ytan (f<0). For en
S~ - bild i odndligheten kréavs darfor ett reellt
> - > objekt i F. Den nedre bilden visar en yta med
_--  B=F negativ brytkraft (F<0), vilket innebdr att den

\
v

framre fokalpunkten ligger bakom ytan (f>0).
For en bild i odndligheten krévs darfor ett
i I=f virtuellt objekt i F.

Sambanden for bakre och framre fokallangd beror alltsd pa systemets brytkraft, F, och

brytningsindex bakom och fére systemet, n” och n:

f=l F=—D Vilket ger forhallandet r_.n
F F f n

Fokalpunkterna &r till stor nytta dven nar objekt eller bild inte ligger dar. Vid stralkonstruktion,
nar man ska folja olika stralar fran objektet, kommer en strale som faller in parallellt med
optiska axeln att brytas till F~ och en strale som kommer in genom (eller siktar mot) F kommer
ut parallellt med optiska axeln.

Exempel pa avbilning i sfirisk gréinsyta
En fisk befinner sig vid bakkanten av en vattenfylld sfarisk skal med radien 2 dm. Var hamnar
bilden?

Givet:
) n=4/3,n"=1
Bild n d r=-02m
Objekt . I=-0,4m.
T & Berdkningar:
< | F=m"-n)lr=1,66D
- i . L=n/l=-333D

| L’=L+F=-167D

[’=-0,6m



